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Lineares Optimieren mit der Simplex-Methode

Kleine Einfiihrung in eine fundamentale lineare Rechenmethode fiir die
Sortimentsplanung ebenso wie fiir die Material-, Personal- und Maschineneinsatzrechnung.
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Von den verschiedenen Verfahren zur Losung von Aufgabenstellungen der Linearen Programmierung ist das
bekannteste die Simplex-Methode. Bei dieser wird die gesuchte Optimallésung nicht in einem Schritt gefunden, wie
etwa bei der Bestimmung von Extemwerten mittels der Differentialrechnung, sondern sie wird iterativ, d.h. in
mehreren Rechenschritten entwickelt. Dieses Verfahren eignet sich besonders zur Implementation auf Computern.

Die folgenden Dateien enthalten numerische Losungen zu den hier dargestellten Problemen und sollten ggfs. ausprobiert werden:

ABC-StUAIE.XIS ..ttt Berechnet das Problem mit den drei Produkten aus Kapitel 1.2.
ENGPABLXIS ¢ttt ettt a e a et b ettt e a et be ettt een Berechnet einfache Engpall-Aufgaben.
GauBY'scher Algorithmus.XIS.XIS .....ccoveriiiiinininiieieeee Berechnet die Gaul3’sche Methode (die hier aber nicht vertieft wird).
Simplex Zeichnung. XIS ........cccoeoirereinineireeeseeeeee e Visualisiert das Modell der linearen Beschénkungen fiir zwei Produkte.
AEXCELOTALPG 1.XIS .cuiiiiiiiieieiesieceee e Berechnet ein Simplex-Tableau bis zu 10 Spalten und 6 Zeilen.
AEXCELOTALPG 2.X1S ...ttt e Berechnet ein Simplex-Tableau bis zu 18 Spalten und 10 Zeilen.
AEXCELOTALPG 3.XIS .ottt Berechnet ein Simplex-Tableau bis zu 20 Spalten und 10 Zeilen.

Dateien mit dem Dateityp ,,.LPG “ enthalten numerische Probleme und konnen nicht selbstindig gedffnet werden, sondern sind nur aus den
drei vorstehenden Simplex-Tableaus heraus mit der taste ,,Open LPG* zugdnglich.
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1. Grundgedanken der Sortimentsplanung
1.1. Strategische und taktische Sortiments-
planung

Die Sortimentsplanung ist ein zentrales Problem des
Controlling und kann mehrdimensional betrachtet wer-
den:

® Die langfristige (strategische) Sortimentsplanung be-
faflt sich mit der Produktionsprogrammplanung auf-
grund strategischer Trendanalysen. Sie ist ein Ele-
ment des strategischen Controllings.

® Die kurzfristige Sortimentsplanung gehort der takti-
schen Planung und damit dem operativen Controlling
an und mochte das kurzfristige Produktionsergebnis
optimieren.

Nur fiir die taktisch-operative Planung gibt es anwendba-
re Rechenmethoden. Wihrend die strategische Planung
weitgehend auf instinktiven Vorgaben ruht, ist die kurz-
fristige Planung einer analytischen Optimierung zugéng-
lich.

Dieses Manuskript befalt sich ausschlieflich mit der
operativen Planung.

1.2. Die Deckungsbeitragsplanung

Grundsitzlich ist die operative Sortimentsplanung ein
Problem der Deckungsbeitragsrechnung. Sortiments-
planung ist damit spezielle Teilkostenrechnung. Der Le-
ser moge nicht vergessen, daf3 das Primérziel eines Unter-
nehmens zwar die Gewinnerwirtschaftung ist, der Ver-
kauf von Produkten jedoch zunéchst die variablen Kosten
deckt, und eine Deckung der Fixkosten sich erst am
JahresabschluBstichtag in der Gesamtrechnung ergibt.
Taktisches Ziel ist also nicht die kurzfristige Gewinner-
zielung, weil keine kurzfristige Gewinnrechnung mog-
lich ist, sondern die kurzfristige Deckungsbeitragsrech-
nung, weil nur der Deckungsbeitrag kurzfristig und
produktbezogen rechenbar ist.

Dies ist eine auferordentlich wichtige Grundidee. Wer
diesen Gedanken nicht verinnerlicht, kann den Ausfiih-
rungen dieser Darstellung nicht folgen. Wir verdeutli-
chen das an einem Beispiel. Dieses Beispiel setzt

® die Kostenartenrechnung einschlieBlich der Untertei-
lung in fixe und variable sowie in Einzel- und Gemein-
kosten sowie

® das Kalkulationsschema

voraus. Die dort zugrundegelegten Elementarkonzepte
werden wir an dieser Stelle nicht mehr weiter vertiefen;
hierfiir gibt es vom Autoren dieses Skriptes das Lehrbuch
der Kosten- und Leistungsrechnung (ISBN 3-937473-05-
X) sowie eine Vielzahl von weiteren Skripten, Materia-
lien, Excel-Dateien und Ubungen auf der BWL CD.

Ein Unternehmen stelle drei Produkte her, die wir als A,
B und C bezeichnen wollen. Fiir diese drei Produkte hat
die Geschiftsleitung bisher nur eine Gewinn- und Verlust-
rechnung; als ein Kostenrechner eine produktspezifische
Ergebnisrechnung durchfiihrt, kommt es zu einer bdsen
Uberraschung fiir die Geschiftsleitung:

A B C z
FM 60,00 € 40,00 € 50,00 € 150,00 €
+ MGK 10% 6,00€ 4,00€ 500€ 1500¢€
=MK 66,00 € 44,00 € 55,00 € 165,00 €
FL 90,00 € 40,00 € 50,00 € 180,00 €
+FGK 100% 90,00 € 40,00 € 50,00 € 180,00 €
=FK 180,00 € 80,00 € 100,00 € 360,00 €
X =HK 246,00 € 124,00 € 155,00 € 525,00 €
+VwGK 20% 49,20 € 24,80 € 31,00 € 105,00 €
=SK 295,20 € 148,80 € 186,00 € 630,00 €
J. VK-Erlose 335,20 € 178,80 € 176,00 € 690,00 €

Btr.-Ergebnis 40,00 € 30,00 € —10,00 € 60,00 €

Natiirlich ist der sofortige Reflex, Produkt C wegen des
Verlustes abzuschaffen. Hierbei gibt der Kostenrechner
zu bedenken, dafl die Gemeinkosten aber zu 90% Fix-
kosten sind, wihrend die Einzelkosten zu 100% variabel
sind (das ist immer so, es gibt keine fixen Einzelkosten).
Versteht der Geschéftsfiihrer diesen Hinweis nicht, und
schafft er Produkt C ersatzlos ab, so kommt es zu einer
zweiten bésen Uberraschung:

X A+B
FM 100,00 €
+ MGK 14,50% 14,50 €
= MK 114,50 €
FL 130,00 €
+ FGK 134,62% 175,00 €
=FK 305,00 €
¥ =HK 419,50 €
+ VwGK 24,29% 101,90 €
=SK 521,40 €
/. VK-Erlose 514,00 €
Betr.-Ergebnis -7,40 €

Ganz offenbar ist es also keine Gute Idee, ein verluster-
wirtschaftendes Produkt abzuschaffen. Ganz aus Verse-
hen haben sich auch die Zuschlagssdtze erhéht. Dies
vermindert aber die Konkurrenzfihigkeit des Unterneh-
mens. Ein weiterer Absturz durch neue Management-
fehler ist also nicht auszuschlie3en.

Der hier skizzierte Fehler ist ndmlich aufSerordentlich
hdufig; man bedenke nur, dal A, B und C der Nah-, der
Fern- und der Giiterverkeht der Bahn sein konnten:
schafft man einen dieser Bereiche ab, oder schrinkt ihn
wegen Verlustes ein, so bleiben die meisten technischen
Anlagen (wie z.B. Bahnhdofe, Schienen usw) erhalten und
verursachen weiter Kosten — Fixkosten. Kann man das
aber verallgemeinern?

Betrachten wir hierzu eine Deckungsbeitragsrechnung.
Der Deckungsbeitrag ist bekanntlich definiert als

DB:P\/k_Kvar

Kann man das im vorliegenden Fall anwenden? Berech-
nen wir zunéchst die variablen Kosten des Produktes C:

K..(©)
var. FM 50,00 €
+ var. MGK 0,50 €
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=var. MK 50,50 €
var. FL 50,00 €
+ var. FGK 5,00 €
=var. FK 55,00 €
2 =var. HK 105,50 €
+ var. VwGK 3,10 €
= var. Kosten 108,60 €

Fiir den Deckungsbeitrag des Produktes C gilt also:

DB.=P, -K,, =176,0~108,6 = 67,4
Es ist aber kein Zufall, dal der Deckungsbeitrag des
Produktes C genau dem Betrag entspricht, um den der
Gesamtgewinn des Unternehmens zuvor ,,abgestiirzt® ist.
Dies lehrt uns:

Es gibt keine Produkte mit Gewinnen (oder Verlusten).
Es gibt nur Produkte mit Deckungsbeitrigen!

Man miif3ite also im vorstehenden Fall das Produkt C nicht
abschaffen, sondern erweitern, weil es seinen Break Even
Punkt noch nicht erreicht hat.

Diesen Gedanken kann man aber fortfiihren, denn falls es
ein anderes Produkt mit hoherem Deckungsbeitrag gibt
konnte es Sinn machen, Produkt C zwar abzuschaffen,
dafiir aber ein anderes Produkt zu erweitern. Hierfiir
vergleichen wir mal die Deckungsbeitrdge der drei Arti-
kel:

A B C
var. FM 60,00 € 40,00 € 50,00 €
+ var. MGK 0,60 € 0,40 € 0,50 €
= var. MK 60,60 € 40,40 € 55,00 €
var. FL 90,00 € 40,00 € 50,00 €
+ var. FGK 9,00 € 4,00 € 5,00 €
=FK 99,00 € 44,00 € 55,00 €
X =HK 159,60 € 84,40 € 105,50 €
+ VwGK 20% 4,92 € 2,48 € 3,10 €
=SK 164,52 € 86,88 € 108,60 €
.. VK-Erlose 335,20 € 178,80 € 176,00 €
Deckungsbeitrag 170,68 € 91,92 € 67,40 €

Es konnte sich also anbieten, im Austausch gegen Produkt
C Produkt A auszuweiten, weil dieses einen hoheren
Deckungsbeitrag hat. Hierzu aber mufl man weitere Pro-
bleme beriicksichtigen.

2.Sortimentsplanung mit Deckungsbeitrigen

Das einleitende Beispiel beriicksichtigt nicht die Anzahl
der Produkte; wir kénnen also nicht sehen, um wieviel
Produkt C (und vielleicht auch Produkt B) reduziert
werden sollten, wenn Produkt A ausgeweitet werden
sollte. Hierfiir benétigen wir weitere Annahmen.

2.1. Sortimentsplanung bei Vorliegen einer
Beschrinkung
Eine Beschrénkung ist eine Restriktion, die die Maximal-

zahl der herzustellenden Produkte absolut oder relativ
limitiert. Eine Beschrankung bezeichnet man auch als

Engpafs. Die Rechenmethoden, die sich mit Beschréin-
kungen befassen, heilen daher auch Engpafirechnung.

Beschriankungen konnen sich extern etwa aufgrund von
Marktgegebenenheiten ergeben (z.B. die Hochstzahl der
in einer Zeitperiode zu verkaufenden Produkte), oder
intern etwa aufgrund des Produktionsprozesses (z.B. Ma-
ximalleistung von Maschinen, technischer Durchsatz ei-
nes Prozesses). Auch politisch motivierte Ver- oder Gebo-
te etwa im Umwelt-, Arbeits- oder Gewerberecht sind
eigentlich nichts anderes als produktionstheoretische Be-
schriankungen.

Wir betrachten zundchst die Sortimentsplanung bei Vor-
liegen nur einer einzigen Restriktion. Spéter versuchen
wir uns dann an Problemen mit mehreren simultan wirk-
samen Restriktionen.

Aus dem Grundgedanken der Sortimentsoptimierung ab-
geleitet werden, daB relative Deckungsbeitrage engpal3-
bezogen zu optimieren sind. Sortimentsrechnung ist ein
Anwendungsfall der Deckungsbeitragsrechnung.

Betrachten wir ein Beispiel. Fiir drei Produkte (A, B und
C) liegen die folgenden kaufménnischen Daten vor:

Produkt: A B C

Verkaufspreis: 160 100 80 €/Stiick
Var. Stiickkosten: 60 50 40 €/Stiick
Absatzmenge: 40 90 300 Stiick/Tag
Arbeitszeitverbrauch: 8 2 1 Min/Stiick

Pro Tag stehen 480 Arbeitsminuten zur Verfiigung.
Hier liegen zwei Typen von Beschrankungen vor:

® Beschrinkungen, die nur auf ein einziges Produkt
wirken (Absatzhochstmengen) heillen singuldre Re-
striktionen;

® Beschrinkungen, die auf mehrere Produkte gleichzei-
tig wirken (Zeitverfiigbarkeit), heilen interdependen-
te Restriktionen.

Nur eine interdependente Restriktion ist ein echter Eng-
paB. Hier liegt also immer noch ein Problem mit nur einer
,echten* Restriktion vor.

Eine Planung nach Deckungsbeitragen wiirde folgender-
malien aussehen:

Produkt: A B C
Deckungsbeitrag: 100 50 40
Sortimentsreihenfolge: 1. 2. 3.

€/Stick
(Rang)

Daraus ergédbe sich die folgende Sortimentsreihenfolge:

Rang: 1. 2. 3.
Produkt: A B C
Menge: 40 80 0 Stiick
Verbrauch: 320 160 0 Minuten
DB: 4000 4000 0 €

Insgesamt wiirde also ein Deckungsbeitrag von 8.000 €
erzielbar sein. In diesem durchsichtig gewédhlten Beispiel
ist offensichtlich, daf3 eine Planung nach relativem Dek-
kungsbeitrag eine drastische Verbesserung des Ergebnis-
ses erbringen wiirde. Der relative Deckungsbeitrag ist der



Deckungsbeitrag dividiert durch den Verbrauch:

Produkt: A
Deckungsbeitrag: 100
Arbeitszeitverbrauch: 8
DB/Zeitverbrauch: 12,5

Sortimentsreihenfolge: 3.

B C
50 40 €/Stiick
2 1 Min/Stiick
25 40 €/Min
2. 1. (Rang)

Die Planung nach dem relativen Deckungsbeitrag wiirde

folgendermafien aussehen:

Rang: 1.
Produkt: C
Menge: 300
Verbrauch: 300
DB: 12000

2. 3.

B A
90 0 Stiick
180 0 Minuten
4500 0 €

Nur durch die Anderung des Planungskriteriums wird
also ein Deckungsbeitrag von 16.500 € moglich. Die hier
angewandte Rechenvorschrift 146t sich so zusammenfas-

1. Fiiralle Produkte die absoluten und relativen Deckungs-
beitrdge berechnen;

2. mit dem Produkt mit dem max. relativen DB begin-
nen;

3. vondiesem Produkt so viel fertigen, wie nach Absatz-
hochstmenge und interdependenter Restriktion mog-
lich ist;

3. das néchstbeste Produkt wéhlen und mit 3. fortfahren
bis die interdependente Ressource verbraucht ist.

2.2. Sortimentsplanung bei Vorliegen mehre-
rer Beschrinkungen

In der Praxis stehen oft mehrere Restriktionen gleichzei-
tig zu beachten. Wenn wir das vorliegdne Beispiel etwa
um einen Rohstoffverbrauch erweitern, der absolut knapp
ist, also eine zweite interdependente Restriktion einfiih-
ren, wire die einfache Rechenmethode der Engpal-
rechnung nicht mehr anwendbar.

sen:
Eindimensionale EngpafBirechnung fiir vier Produkte
Produktionsprogrammplanung bei Vorliegen einer interdependenten Restriktion
Version 1.2 © H. Zingel 1999 - EMail: HZingel@aol.com - Internet: http://www.zingel.de

Produkt A Produkt B Produkt C Produkt D Summe|
Verkaufspreis: | 120,00 €/Stiick] | 60,00 €/Stiick] | 90,00 €/Stiick] | 75,00 €/Stiick]
variable Kosten: [ 80,00 €/Stiick] | 30,00 €/Stiick] | 80,00 €/Stiick] | 50,00 €/Stiick]
Verbrauch: [ 20,00 Einh/St| | 4,00 Einh/St| | 1,00 Einh/St| | 5,00 Einh/St| | 1200,00 Einh]
Kapazitit: | 50,00 Stiick] | 40,00 Stiick] | 1000,00 Stiick] | 20,00 Stiick]
Fixkosten des Gesamtbetriebes pro Periode auBierhalb der Verbrauchs- und sonstigen Produktionskosten: | 5.200,00 €]

Auswertung nach Deckungsbeitrag:
Deckungsbeitrag: 40,00 € 30,00 € 10,00 € 25,00 €
Reihenfolge: 1. 2. 4. 3.
Verfligbare Ressource: 1200,00 Einh 200,00 Einh 40,00 Einh
Produktionsmenge: 50,00 Stiick 40,00 Stiick 8,00 Stiick
Verbrauch: 1000,00 Einh 160,00 Einh 40,00 Einh
Deckungsbeitrag: 2.000,00 € 1.200,00 € 200,00 € 3.400,00 €
Auswertung nach relativem Deckungsbeitrag:
Relativer Deckungsbeitrag: 2,00 € 7,50 € 10,00 € 5,00 €
Reihenfolge: 4. 2. 1. 3.
Verfligbare Ressource: 200,00 Einh 1200,00 Einh 40,00 Einh
Produktionsmenge: 40,00 Stiick 1000,00 Stiick 8,00 Stiick
Verbrauch: 160,00 Einh 1000,00 Einh 40,00 Einh
Deckungsbeitrag: 1.200,00 € 10.000,00 € 200,00 € 11.400,00 €
Die Planung nach relativem Deckungsbeitrag verschafft einen Vorteil von 8000 €
Technische Auswertung:
Gesamtbedarf: 1000,00 Einh 160,00 Einh 1000,00 Einh 100,00 Einh 2260,00 Einh
Verbrauch DB-Planung: 1000,00 Einh 160,00 Einh 0,00 Einh 40,00 Einh 1200,00 Einh
Kapazititsauslastung: 100,00% 100,00% 0,00% 40,00%
Verbrauch rel. DB-Planung: 0,00 Einh 160,00 Einh 1000,00 Einh 40,00 Einh 1200,00 Einh
Kapazitétsauslastung: 0,00% 100,00% 100,00% 40,00%
Betriebswirtschaftliche Auswertung:

Umsatz bei DB-Planung: 6.000,00 € 2.400,00 € 0,00 € 600,00 € 9.000,00 €
Umsatz bei rel. DB-Planung: 0,00 € 2.400,00 € 90.000,00 € 600,00 € 93.000,00 €
Var. Kosten DB-Planung: 4.000,00 € 1.200,00 € 0,00 € 400,00 € 5.600,00 €
Var. Kosten rel. DB-Plng: 0,00 € 1.200,00 € 80.000,00 € 400,00 € 81.600,00 €
DB bei DB-Planung: 2.000,00 € 1.200,00 € 0,00 € 200,00 € 3.400,00 €
DB bei rel. DB-Planung: 0,00 € 1.200,00 € 10.000,00 € 200,00 € 11.400,00 €
Gewinn bei DB-Planung: -1.800,00 €
Umsatzrentabilitét bei DB-Planung: -20,0000%
Gewinn bei relativer DB-Planung: 6.200,00 €
Umsatzrentabilitét bei relativer DB-Planung: 6,6667%
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Fiir diesen Fall ist nur noch die Simplex-Methode als
Losungsweg gangbar. Betrachten wir auch hier ein aller-
dings wesentlich aufwendigeres Beispiel:

Ein Hersteller habe die Alternative, von einem Produkt
zwei Varianten herstellen zu konnen, die wir als Typ 1 und
Typ 2 bezeichnen wollen. Fiir beide Produktvarianten
werden zwar die gleichen Roh- Hilfs- und Betriebsstoffe
benotigt, aber nicht in gleicher Menge. Ferner sind die
durch Verkauf der beiden Produktvarianten am Markt zu
erzielenden Stiick-Deckungsbeitrdge unterschiedlich:

Typ 1 Typ 2 Vorrat
Verbrauch 1: 2Kg 1 Kg | 200Kg
Verbrauch 2: 1 Kg 1 Kg 120 Kg
Verbrauch 2: 1 Kg 3Kg | 240Kg
Stiickdeckungsbeitrag: 2€ 3€ - Max!

Es kann jede beliebige Kombination beider Produkte
hergestellt werden, nur eines der beiden Produkte oder es
kann auch iiberhaupt nicht produziert werden. Je mehr
jedoch an Rohstoffen durch die Produktion eines der
beiden Produkte verbraucht wird, desto weniger Ressour-
cen stehen noch zur Herstellung der anderen Produkt-
variante zur Verfligung. Die Vorratsbeschrankung ist
also eine interdependente Restriktion.

Ziel ist es, diejenige Produktkombination herauszufin-
den, bei der der Gesamt-Deckungsbeitrag, der durch
Verkauf aller hergestellten Produkte erzielt werden kann,
maximal ist (DB > Max!).

2.2.1. Die einfache graphische Losung

Um sich das Problem zu veranschaulichen, kann man es
graphisch darstellen, solange es nur zwei Produkte, also
zwei Variablen umfafit. Probleme mit drei Produkten
lieBen sich noch als Korper im Raum visualisieren und
solche mit mehr als drei Produkten sind nicht mehr
anschaulich darzustellen.

Die graphische Darstellung enthilt die Anzahl der herzu-
stellenden Produkte vom Typ 1 als Variable X, auf der
horizontalen Achse. Die Anzahl der vom Typ 2 zu produ-
zierenden Exemplare ist als Variable X, auf der vertikalen
Achse dargestellt.

Wir betrachten nunmehr jede Zeile der nebenstehenden
Tabelle einzeln.

Der erste Vorrat von 200 Kg erlaubte uns bei einem
Verbrauch von 2 Kg/Stiick genau 100 Stiick vom Typ 1 zu
erzeugen, wenn wir nur die erste Zeile betrachten wollen
und keine Exemplare vom Typ 2 produziert werden
sollen. Wollte man hingegen ausschlie8lich Produkte
vom Typ 2 produzieren, und keine vom Typ 1, so erhielten
wir 200 Stiick, weil der Verbrauch je Stiick Typ 2 nur 1 Kg
betragt.

Dieser Sachverhalt kann in der Graphik als Linie einge-
zeichnet werden, die von ,,X, = 100 und X, =0 (unten) bis
zu,,X, = 0und X, =200 (oben) geht. Diese Linie miiSte
eigentlich eine Treppenlinie sein, denn fiir je zwei Pro-
dukte Typ 2, die nicht gefertigt werden, kann ein Stiick
Typ I hergestellt werden. Aus Vereinfachungsgriinden ist
sie jedoch als Gerade ,,Tabellenzeile 1* dargestellt.

Ebenso verfahren wir nun mit den

X, anderen beiden Tabellenzeilen:
240 £ FF A H A E A+ Da der zweite Verbrauch je Produkt
04 R R R stets 1 K betrdgt, und der Vorrat 120
20 £ FFF b E b EEE E S S 0 Lennen wir fiir die zweite Be-
o [ e S S schrinkung eine Linie von 120 Stiick
200 ++ A+ FFFFF R+ . T ;
190 _ Y nzeile I+ &+ 4 4+ 4 -+t b4 1 nach 120 Stiick 2 e{nzewhnen, die
180 o o o o o 4 ausVeremfachungsgrundenebenfalls
170 Lo b als Gerade dargestellt wird.
160 +t++++t+++++++++++++++  Die dritte Beschrinkung schlieBlich
150 T ergibt eine Linie, die bei ,, X, = 240
140 | FhE b S ynd X =0% (unten) beginnd und bis
130 ++++++++++++++++++++ zu,,Xl=0undX2=80“(0ben)geht.
120 | i i e ol e e S
110 T T Auf diese Art bildet jede Linie eine
100 | + 4+ + A+ + 4+ + + + + Zeile der Tabelle ab. Der Deckungs-
90 | +++++++++++++++++++  beitrag kommt in dieser Phase der
80 ++++++++++++++ + ++ +  Darstellung jedoch noch nicht vor.
70 R N I T T T S S SR A AR , N ,
60 o b bt 4 d o Markl?rt man die Fla({h&;, die un'ter
50 R gllenemgezelc.}.metenLmlenzuglelch
40 T~ enzeile 3 + + liegt, dann erhdlt man der} sogenann-
30 44+ £ + + 4 + + + 4+  ten Losungspolyeder. Diese Fliche
20 Lo+ o+ + + 4+ + +  Dbeschreibt alle zuldssigen Losungen.
10 b T + +  Der Losungspolyeder beginnt immer
0 e o S B bei null, weil nicht Produzieren im-
SSR23R23R2282838838282% § g § 5 § mer moglich ist, und wird durch die

Linien begrenzt.

—_



-6 -

X2 stems und endet an der gegeniiberliegenden. Strengge-
nommen miifite die Isogewinnlinie ebenso wie die Be-
240 schrinkungslinien eigentlich eine Treppenlinie sein, aber
230 aus Vereinfachungsgriinden zeichnen wir sie als Gerade
2207 ein. Durch Parallelverschiebung kann die Isogewinnlinie
2104 nach auflen oder innen verschoben werden. Das Optimum
ng: ist aufgefunden, wenn die Isogewinnlinie so weit nach
180 auflen verschoben wird, daf} sie den letzten (dullersten)
170 - X =0 Punkt des Losungspolyeders erreicht. Lotet man von
| Xl:80' diesem Punkt auf die beiden Achsen, erhdlt man die
160 5 5 X =60: . . . . .
150 | SDB=240 1 ’ Produktkombination mit dem maximalen Deckungsbei-
X.=60;
140 ] 2 = trag.
130 2DB=300
120: 2.2.3. Die Losung mit der Eckenpriifung
110 1 3 Die Methode der Optimierung mit der Isogewinnlinie ist
100 X1:80, anschaulich, aber relativ komplex. Ein einfacherer
90 + X2749’ Losungsansatz besteht darin, alle Ecken des Lo-
80 2DB=280 sungspolyeders zu iiberpriifen. Das ist zumeist
70 einfacher, weil die Anzahl der Ecken durch die
60 X =60: Zahl der aktiven Beschrinkungen bestimmt
:g : X:=60; X =100 Wir.d, unq es oft nur wenige Besck.l.réinkungen
30 - SDB=300 X =0 ’ sind, die das Aussehen des Losungsviel-
20 | ZDiBi 200 eckes tatsdchlich mitbestimmen. Von
10 B jeder einzelnen Ecke loten wir dabei
0 wiederum auf beide Achsen und ermit-

— o e e e e e e e =

teln den durch die jeweiligen Sortimen-
te vermittelten Gesamtdeckungsbeitrag.
X Dabei wird aus formalen Griinden bei
null begonnen, weil nicht zu produzie-
ren die einzige immer mdogliche Lo-

X,=0 !
1 2

X,=0; Zwei alternative Methoden zum Auffinden des Optimums

2DB=0 aufgrund des zuvor ermittelten Losungspolyeders.

Im vorstehenden Beispiel wird der Lésungspolyeder durch
jede einzelne der Beschriankungsgeraden determiniert.
Alle Beschrankungen sind daher aktiv, d.h., dndert sich
eine der Beschrinkungen, dann andert sich auch der
Losungspolyeder.

Es wire jedoch auch mdglich, dafl Beschrankungen keine
Beriihrung mit dem Lésungspolyeder haben. Andert man
solche Beschriankungen, dann fiihrt das nicht unmittelbar
zu einer Verdnderung des Losungspolyeders. Man spricht
in diesem Fall von sogenannten passiven Beschrdnkun-

gen.

Dies ist zugleich ein Ansatz zur Optimierung der dem
Problem zugrundeliegenden Bedingungen: Werden zu-
erst die aktiven Beschrankungen erweitert, d.h., die dies-
beziiglichen Ressourcen erhdht und Maschinenleistungen
verbessert, dann ist am ehesten eine Verbesserung des
Gesamtergebnisses durch eine Vergroflerung des Losungs-
polyeders zu erwarten.

Der Losungspolyeder erlaubt zwei graphische Losungs-
verfahren, die oben demonstriert werden.

2.2.2. Die Losung mit der Isogewinnlinie

Eine [sogewinnline ist eine Linie, die auf jedem einzelnen
Punkt einen gleichen Gewinn oder (in diesem Fall) Dek-
kungsbeitrag vermittelt. Da mehrere Produktkombinatio-
nen gleiche Gewinne oder Deckungsbeitrége vermitteln,
beginnt die Isogewinnlinie stets an einer Achse des Sy-
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sung ist, und durch Vorliegen negati-
ver Deckungsbeitrdge im Losungsraum
das Ergebnis verschlechtert und nicht verbessert werden
wiirde. Aus der Menge der gefundenen Ergebnisse wird
einfach das Beste herausgesucht. Dieses ist das Optimum.

3. Die Simplex-Methode

Das Simplex-Verfahren verwendet im Prinzip die Metho-
de der Eckenpriifungen. Die einzelnen Zwischenergeb-
nisse entsprechen den dargestellten Eckenergebnissen
der zweiten Losungsmethode, und zwar in der Weise, dal3
das Simplex-Verfahren immer den ,.kiirzesten Weg® zum
Optimum einschlédgt, also mit der geringstemdglichen
Zahl von ,,Eckenpriifungen” auskommt. Anders als die
graphische Losung eignet sich das Simplex-Verfahren
auch fiir Probleme mit mehr als drei Produkten.

3.1. Das Ungleichungssystem

Um zu dieser mathematischen Losung zu gelangen, miis-
sen wir zunéchst die genannten interdependenten Produk-
tionsbeschrankungen in Ungleichungen verwandeln. Je
Zeile der Tabelle, d.h., je Gerade in der Graphik ergibt
sich eine Ungleichung:

2X,+ X, <200

Diese Ungleichung sagt, dal der Verbrauch an ersten
Rohstoff durch die Produktion des Produktes Typ 1 und
der des Typ 2 zusammen nicht grofier als 200 Einheiten
sein darf. Die 2 vor X entspricht dem Verbrauch von 2
Einheiten des ersten Rohstoffes je hergestelltem Typ 1.
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Analog bilden wir die Ungleichung den zweiten Rohstoff-
verbrauch:

X, +X, <120
Und schlieBlich fiir den dritten Verbrauch:
X, +3X, <240

Fiir die Anzahl der hergestellten Produkte gilt die soge-
nannte Nichtnegativititsbedingung:

X,20und X, 20

Diese Bedingung besagt nur, daf3 die Herstellung negati-
ver Mengen nicht moglich ist. Sie mufl aus formalen
Griinmden in das Losungssystem eingefiihrt werden.

Unser Ziel kann wie folgt definiert werden:
DB=2X +3X,

Diese Gleichung nennt man auch Zielfunktion. Fiir die
Zielfunktion gilt:

DB = Max!

3.2. Umwandlung des Ungleichungssystem in
ein Gleichungssystem

Da man mit Ungleichungen nicht rechnen kann, muf} das
nunmehr gefundene Ungleichungssystem in ein Gleich-
ungssystem verwandelt werden. Bislang beschreibt

2X,+X, <200
X, +X,<120
X, +3X, <240

das vorliegende Problem. Wir verwandeln dieses lineare
Ungleichungssystem in ein Gleichungssystem, indem wir
in jede Ungleichung eine weitere Variable einfiihren, die
den Unterschied zwischen dem tatsdichlichen Verbrauch
und der vorhandenen Kapazitdt aufnimmt. Deieser Unter-
schied, sozusagen der nicht verbrauchte Rest, heif3t auch
Schlupf, weshalb man auch von Schlupfvariablen spricht:

2X, +X,+Y, =200
X, +X,+Y, =120
X, +3X,+Y, =240

Um die Schlupfvariablen von den Mengenvariablen des
urspriinglichen Gleichungssystems unterscheiden zu kon-
nen, bezeichnet man sie mit einem anderen Buchstaben.
Pro Ungleichung benétigt man stets eine Schlupfvariable.
Ihre Bedeutung ist in wirtschaftlicher Hinsicht die, daf3
sie die jeweils von einer zur Verfligung stehenden Res-
source die nicht genutzte Kapazitit aufnehmen und so das
Ungleichungssystem zu einem Gleichungssystem ma-
chen.

Es entsteht damit ein Gleichungssystem, das so viele
Unbekannte hat, wie es Produkte und Beschriankungen
gibt. Hierbei ist es gleichgiiltig, ob diese Beschrankungen

singuldr sind, also nur auf eines der Produkte wirken, oder
interdependent, also auf mehrere Produkte zugleich wir-
ken.

3.3. Formale Grundgedanken

Um mit der Simplex-Methode zu rechnen, mul man zu-
néchst eine grundlegende Konventionen verinnerlichen.
Diese betreffen insbesondere die Notations- und Dar-
stellungsform linearer Gleichungssysteme und erschei-
nenam Anfang willkiirlich. Entgegen der sonstigen Ubung
kann es also Sinn machen, sie als Regeln auswendig zu
lernen; man wird spéter, wenn man ein Verstdndnis fiir
die Rechenmethode entwickelt hat erkennen, daf} keine
Regel wirklich willkiirlich ist, sondern alle Regeln eine
bestimmte Bedeutung und Begriindung haben.

3.3.1. Darstellung von Variablen

Eine Variable ist ein benannter Speicherbereich, dem in
der Mathematik und der Programmierung mit dem Gleich-
heitszeichen ,,=" ein Wert zugewiesen wird. In der Sim-
plex-Tabelle (dem Simplex-Tableau) geschieht dies mit
einem Einheitsvektor. Dieser ist definiert als eien Spalte,
in der alle Zellen eine Null ednthalten, aber genau eine
Zelle eine Eins. Die oberste Zeile ist dabei die ,,Kopf-
zeile®, die die Variablenbezeichnung enthélt. Die ,,1 ist
gleichsam der ,,Zeiger” der auf die am rechten Rand
stehende Zahl deutet. Die ,,1 weist damit die Zahl rechts
der Variable zu. ,,A =200 sdhe in einer Simplex-Tabelle
folgendermaf3en aus:

A Wert
1 200
0
0
0

Mehrere Variablen kdnnen den gleichen rechts stehenden
Wert ,,nutzen®. Im Beispiel gilt durch zwei parallele
Einheitsvektoren ,,A = 200“ und ,,B = 200

A B c D Wert
1 1 1 0 200
0 0 2 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Steht in einer Spalte aber etwas Anderes als ein Einheits-
vektor, so wird hierdurch kein Wert zugewiesen. Im
vorstehenden Beispiel ist das in der dritten Spalte der Fall
(die ,,2* gehort nicht zum Einheitsvektor). Es gilt daher
,C = 0“ Eine Null kann freilich auch durch einen
Einheitsvektor einer Variable zugewiesen werden: im
Beispiel gilt daher auch ,,.D = 0.

3.3.2. Die Basislosung

Das Rechenverfahren des Simplex-Algorithmus beginnt
mit einer Basislosung. Als Basislosung bezeichnet man
Jjede Losung, bei der davon ausgegangen wird, daf3 iiber-
haupt nicht produziert wird. Die Produktionsmenge null
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ist die einzige, immer zuldissige Losung. Dies ist zugleich
der Grund, weshalb der Nullpunkt auch in der Zeichnung
immer der Anfangspunkt war. Das Simplexverfahren
tastet sich sodann durch sukzessives Andern des Produk-
tionsprogrammes in diskreten Optimierungsschritten ent-
lang der Ecken des Losungspolyeders an das Optimum
heran. Es tut damit nichts Anderes wie was wir oben mit
dem graphischen Losungsvieleck getan haben. Anders als
in unserer Zeichnung, oder in einem mdoglicherweise zu
bauenden dreidimensionalen Modell, kann Simplex sich
aber auch in einem vieldimensionalen Raum bewegen. Es
tut damit etwas, was unsere Vorstellung iibersteigt.

Die Zielfunktion, die die Deckungsbeitragsmaximierung
als Ziel festlegt schreibt man im Rechenschema in folgen-
der Weise:

~2X,-3X,+DB=0

Das Rechenschema, das man auch als Simplex-Tableau
bezeichnet, lautet dann wie folgt:

X, X, Y, Y, Y, DB Restriktion
2 1 1 0 0 0 200
1 1 0 1 0 0 120
1 3 0 0 1 0 240

-2 -3 0 0 0 1 0

3.3.3. Interpretation der Basislosung

Den in der ersten Zeile (der sogenannten Kopfzeile) des
Simplex-Tableaus stehenden Variablen werden Werte
zugewiesen, die in der letzten, rechten Spalte stehen.
Hierzu verwenden wir die oben dargestellten formalen
Konventionen.

Das Mittel der Zuweisung ist also wiederum der Einheits-
vektor. Die hier bestehenden Einheitsvektoren weisen
den Variablen folgende Werte zu:

D, G N 0 Stick

1

X L e ————— e 0 Stick

2

Wir produzieren also nichts. Das ist die einzige immer
méogliche Handlungsweise und damit das Wesen der
Basislosung.

In der Basislosung ist aber nur X, = 0 und X, = 0, weil in
den betreffenden Spalten kein Einheitsvektor zu finden
ist. Nirgendwo steht, was dann aber in die Spalten zu
schreiben ist — und die Simplex-Methode schreibt dann
die Verbrduche in die Spalten mit den Produkten.

Wer nicht arbeitet, verdient aber auch keinen Deckungs-
beitrag. Es gilt in der Basislosung also auch:

DB e 0€

Zudem werden keine Ressourcen verbraucht. Die Summe
der vorhandenen Ressourcen befindet sich also in voller
Hohe in den Schlupfvariablen:

Y o 200 Einheiten
Y e 120 Einheiten
e 240 Einheiten

3

Alle Kapazititen befinden sich also noch in den Schlupf-
variablen.

Die letzte Zeile heilit auch Zielzeile, weil sich hier die
Deckungsbeitrdge befinden, die in der ganzen Aktion das
Ziel darstellen: sie sollen ja maximiert werden. Die
Deckungsbeitrdge sind mit -1 zu multiplizieren, bevor sie
in die Zielzeile der Basislosung geschrieben werden.

Ein positiver Deckungsbeitrag erscheint also als negative
Zahl, und ein von Anfang an negativer Deckungsbeitrag
als positiver Wert.

Die jeweils vorliegende Losung ist solange nicht optimal,
wie sich in der Zielzeile des Simplex-Tableaus noch
negative Zahlen befinden.

Das erklart zugleich, weshalb die Vorzeichen der Dek-
kungsbeitrdge zu vertauschen sind: ein Produkt mit nega-
tivem Deckungsbeitrag sollte iiberhaupt nicht hergestellt
werden, weil es keinen Break Even Punkt hat. Sein
Deckungsbeitrag wiirde also im Simplex-Tableau als
positive Zahl erscheinen, und daher keine Optimierungs-
rechnung ausldsen.

3.4. Funktionsweise des Simplex-Tableaus

Die vorhandene Losung wird nun dadurch verbessert,
dafs man eine nicht in der Losung befindliche Variable
gegen eine Losungsvariable ,, austauscht . Im vorliegen-
den Fall nimmt man im ersten Schritt des Rechenverfah-
rens, der zu einer verbesserten Losung fiihrt, die Variable
in die Losung hinein, zu der in der letzten Zeile der grofite
negative Wert gehort. Dies ist X, da der hierzu gehorende
negative Wert —3 absolut groBer ist als —2. Wirtschaftlich
bedeutet dies, daBl man zundchst die Variable in die
Losung hineinnimmt, d.h. das Produkt herstellt, fiir wel-
ches sich der grofite Stiickgewinn ergibt.

Hatte das urspriingliche Problem nur Produkte mit nega-
tiven Deckungsbeitrdgen enthalten, dann wire die Basis-
16sung zugleich die Endldsung, weil es schon jetzt keinen
negativen Wert mehr in der Zielzeile mehr gegeben hétte!

Fiir die ausgewihlte, zu X, gehrende Spalte hat man nun
festzulegen, welche Ordnung der zu erzeugende Einheits-
vektor haben soll, d.h., an welcher Stell der Spalte sich die
1 bebfinden soll. Dazu geht man in der Weise vor, dal3
man fiir jede Zeile den Wert der letzten Spalte durch die
zu X, gehorende Zahl dividiert. Die Operation bedeutet
wirtschaftlich gesehen, dafl man untersucht, wieviel Stiick
man von X, maximal auf jeder Maschine herstellen
koénnte, wenn man nur dieses Gut herstellte. Man erhalt
nun:

200

1. Zeile: —1 =200
120

2. Zeile: —1 =120
240

3. Zeile: — =80

©HZ
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Da das Produkt auf allen drei Maschinen bearbeitet wird,
wird die maximale insgesamt mégliche Stiickzahl durch
den kleinsten der drei Wertde, durch 80, angegeben. Das
auf diese Weise in der ausgewihlte Element in der dritten
Zeile der zweiten Spalte heillt Pivotelement.

Wairen in der ausgewihlten Spalte Nullen oder negative
Werte vorgekommen (was nicht der Fall, aber moglich
ist), dann hétte die Division fiir diese Zeilen unterbleiben
miissen, weil man einerseits durch eine Null nicht dividie-
ren kann und weil andererseits durch einen negativen
Verbrauch zu teilen zwar mathematisch moglich aber
o6konomisch sinnlos ist.

In der Spalte, die zuvor ausgewdhlt wurde, soll nunmehr
ein Einheitsvektor erzeugt werden, das Pivotelement ist
die Stelle, an der die 1 stehen soll.

Hierzu wird zunichst die dritte Zeile mit 1/3 multipliziert,
um an der Stelle des Pivotelementes eine 1 zu erhalten. Es
ergibt sich:

X, X, Y, Y, Y, DB Restriktion
2 1 1 0 0 0 200
1 1 0 1 0 0 120
', 1 0 0 ', 0 80

-2 -3 0 0 0 1 0

Im néchsten Schritt werden geeignete Vielfache der neu-
en dritten Zeile zur ersten, zweiten und vierten Zeile
addiert, so dal3 die librigen Elemente der zweiten Spalte
null werden. Auf diese Art und Weise entsteht in der 2.
Spalte der dort erwiinschte Einheitsvektor. Im vorliegen-
den Fall addiert man das (-1)-fache der dritten Zeile zur
ersten Zeile, zur zweiten Zeile und das 3-fache der dritten
Zeile zur letzten Zeile. Man erhalt auf diese Weise:

X, X, Y, Y, Y, DB Restriktion
’, 0 1 0 =/, 0 120
*, 0 0 1 Y, 0 40
', 1 0 0 ', 0 80
-1 0 0 0 1 1 240

Dies ist zugleich die erste verbesserte Losung. In der
Losung sind nunmehr die Variablen X, Y, und Y,, denn
in den zu ihnen gehdrigen Spalten stehen jeweils eine 1
und sonst nur Nullen. Es gilt hier:

X e e 0 Stiick

1
D GRS 80 Stiick

2

Legt man die Tabelle auf S. 5 zugrunde, so verursacht dies
einen Verbrauch von 80 Einheiten des ersten Rohstoffes,
80 Einheiten des zweiten Rohstoffdes und 240 Einheiten
desdritten Rohstoffes. Der erzielte Deckungsbeitrag miif3te
zudem 240 sein, denn pro Exemplar Produkt 2 erzielen
wir ja 3 Euro DB. In der Tat gilt:

DB e 240 €
Weiterhin finden wir in den Schlupfvariablen:

Y 120 Einheiten
Y e 40 Einheiten

2
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Das paBit zu unserer Erkenntnis, denn wenn wir von den
insgesamt vorhandenen 200 Einheiten des ersten Roh-
stoffes 80 verbrauchen, so bleiben 120 {ibrig. haben wir
aber von den 120 anfénglich vorhandenen Einheiten des
2. Rohstoffes ebenfalls 80 verbraucht, so bleiben 40 iibrig.
Genau das haben wir in den Schlupfvariablen gefunden.

Da der dritte Rohstoff aber ganz verbraucht wurde, so
miifiten wir eigentlich in der dritten Schlupfvariable eine
Null vorfinden. Genau das ist der Fall:

Y 0 Einheiten
Man bedenke, dafB3 in der Spalte dieser Variable sich kein

Einheitsvektor befindet, was wir ja als Null definiert
haben.

Auf diese Art hat das mathematische Verfahren zugleich
die erste Ecke im Ldosungspolyeder bestimmt, die nicht
null ist, also tatsdchlich einem Produktionsprogramm
entspricht. Durch die Regel, von den negativen Zahlen in
der Zielzeile stets die kleinste zu wahlen, ,,weill* das
Verfahren zugleich, in welcher ,,Richtung® der Weg zum
Optimum am kiirzesten ist, d.h., {iber die kleinste Zahl
von Optimierungsschritten erreichbar ist.

Da in der letzten Zeile noch negative Werte zu finden
sind, ist die vorliegende Losung noch keine Optimal-
losung.

Die Bestimmung einer weiter verbesserten Losung ge-
schieht nach dem selben Verfahren wie bis hierher be-
schrieben. Der einzige negative Wert steht in der Spalte
X, und betrigt —1. Zu dieser Spalte dividiert man wieder
fiir jede Zeile den Wert der letzten Spalte durch den
entsprechenden Wert der ersten Spalte. Man erhélt auf
diese Weise:

120
1. Zeile: — =72
3
40
2. Zeile: 2 = 60
3
80
3. Zeile: = 240
3

Der kleinste Wert bei der Division ergibt sich jetzt in der
2. Zeile. Es wird also in der ersten Spalte das Element der
2. Zeile ausgewdhlt (Pivot-Element). Durch Anwendung
von Zeilenoperationen ist dafiir zu sorgen, daf3 an dieser
Stelle eine 1 steht. Dazu mul man offensichtlich die 2.
Zeile mit (°/)) multiplizieren. Man erhalt:

X X, Y, Y, Y, DB | Restriktion
s, 0 1 0 A 0 120
1 0 0 I, i, 0 60
1/, 1 0 0 A 0 80
-1 0 0 0 1 1 240

Um in der ersten Spalte einen Einheitsvektor mit der 1 an
der zweiten Stelle zu erzeugen, mufl man ebenso offen-
sichtlich das (—°/,)-fache der zweiten Zeile zur ersten Zeile
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addieren, das (-'/,)-fache der zweiten Zeile zur dritten
Zeile addieren und das 1-fache der zweiten Zeile zur
letzten Zeile addieren. Man erhélt durch diese Zeilen-
operationen die folgende Losung:

X! Xz Y! Yz Y3 DB Restriktion
0 0 1 =, ', 0 20
1 0 0 3, -, 0 60
0 1 0 Y, ', 0 60
0 0 0 ’, ', 1 300

Dies ist zugleich die zweite verbesserte Losung. Das
Rechenverfahren hat uns gesagt, wir sollten beide Pro-
dukte produzieren:

D, GRS 60 Stiick
60 Stiick

Die Stiickzahl des zweiten Produktes wurde hierbei
zugunsten des ersten Produktes im Vergleich zur ersten
Losung um 20 Stiick reduziert.

Vom ersten Rohstoff haben wir einen Rest von 20 Einhei-
ten, aber die beiden anderen Rohstoffe sind ganz ver-
braucht:

Y 20 Stiick
Y 0 Stick
Y e 0 Stick

3

Dies ist konsistent mit dem Verbauch, den wir aus der
Tabelle auf S. 5 ableiten kénnen: 60 Stiick Produkt 1
verbrauchen beispielsweise 120 Einheiten des ersten Roh-
stoffes, und die 60 Stiick des zweiten Produktes verbrau-
chen 60 Einheiten des ersten Rohstoffes, so da3 von den
insgesamt vorhandenen 200 Einheiten noch 20 iibrig
bleiben. Die beiden Produkte verbrauchen aber insgesamt
je 60 = zusammen 120 Einheiten des zweiten Rohstoffes,
so dal} nichts {ibrig bleibt. Ebenso ist es mit dem dritten
Rohstoff, der ebenfalls vollstindig aufgebraucht wird.
Das Verfahren rechnet also richtig.

Wir miiiten, da wir mit jeder der 60 Stiick des ersten
Produktes einen Deckungsbeitrag i.H.v. 2 verdienen, mit
dem ersten Produkt 120 Einheiten erzielen; der DB des
zweiten Produktes miifite aber 60 mal 3 = 180 sein.
Zusammen zeigt das Rechenverfahren in der Tat einen
Deckungsbeitrag i.H.v. 300 Einheiten:

DB s 300 €

Wihrend des gesamten Rechenverfahrens hat sich der
Einheitsvektor der DB-Spalte nicht verdndert. Er kann
also auch weggelassen werden. Der DB-Wert ist dennoch
stets in der Zelle rechts unten zu finden. Dies ist eine
Ausnahme zu den grundlegenden Notations- und Dar-
stellungsregeln, die wir oben eingefiihrt haben.

3.5. Mehrdeutigkeit und Degeneration

Nicht jedes Simplex-Tableau hat eine einzige, eindeutige
Losung. Simplex-Tableaus sind lineare Gleichungs-
systeme, und diese sind nur eindeutig l6sbar, wenn die
Zahl der Variablen gleich der Zahl der Gleichungen ist.

Das ist im Simplex-Tableau aber nicht garantiert. Die
Félle der Mehrdeutigkeit oder Degeneration sind also die,
bei denen eine eindeutige Losung nicht aufgefunden
werden kann, oder mehrere zugleich optimale Losungen
bestehen.

Stehen beispielsweise in der Zielzeile zwei gleicherma-
Ben kleinste, negative Werte, so liegt eine Mehrdeutigkeit
vor; findet man nach der Division der Restriktionsspalte
durch die positiven Werte einer Spalte mehrere gleicher-
malfen kleinste Werte, so spricht man von einer Degene-
ration. Degeneration und Mehrdeutigkeit konnen zu ver-
schiedenen optimalen aber vom Betrag nicht gleichen
Lésungen fiihren.

Betrachten wir hierzu zwei Beispicle. Andern wir die
Ausgangsbedingungen des vorliegenden Problemes da-
hingehend, daB3 beide Produkte einen Deckungsbeitrag
von je 2 € erzielen. Das Simplex-Basistableau miifite dann
folgendermafien aussehen:

X X, Y, Y, Y, DB | Restriktion
2 1 1 0 0 0 200
1 1 0 1 0 0 120
1 3 0 0 1 0 240

) ) 0 0 0 1 0

Es ist offensichtlich, daf jetzt mit der ersten oder der
zweiten Spalte begonnen werden konnte. Es gibt also zwei
mogliche Losungswege. Diese konnen zu vollkommen
verschiedenen DB-Werten fiihren, und es gibt keine Ga-
rantie, daf3 diese gleich sind. Optimale Losungen kénnen
also verschiedene Werte annehmen! Das liegt daran, daf3
das Simplex-Rechenverfahren eine Losung als optimal
erkennt, wenn jede unmittelbare Anderung zu einer Ver-
schlechterung fiihrt; vollkommen verschiedene andere
Losungen werden jedoch nicht tiberpriift. Es liefert also
nur Pareto-Optima! Mehrdeutigkeiten miissen also stets
bis zum Schlufs fiir alle Rechenwege durchgerechnet
werden, was sehr aufwendig sein kann.

Eine Degeneration findet man, wenn man bei der ur-
spriinglichen Situation bleibt, die zweite Kapazitit aber
auf 128 festsetzt:

X, X, Y, Y, Y, DB Restriktion
2 1 1 0 0 0 200
1 1 0 1 0 0 128
1 3 0 0 1 0 240

-2 -3 0 0 0 1 0

Der erste Einheitsvektor miifite nunmehr wieder in der
zweiten Spalte erzeugt werden, was folgendermalfien aus-
séhe:

X X, Y, Y, Y, DB | Restriktion
s, 0 1 0 -1/, 0 120
Y, 0 0 1 i, 0 48
A 1 0 0 1, 0 80
-1 0 0 0 1 1 240

©HZ
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Der zweite Einheitsvektor ist nunmehr wieder in der
ersten Spalte zu produzieren. Teilt man hierbei 120 durch
5/3, so erhélt man 72. Dividiert man 48 durch die 2/3 der
ersten Spalte, so erhilt man aber ebenfalls 72, d.h., es
stehen wiederum zwei verschiedene Fortsetzungen des
Rechenweges zur Verfligung.

Okonomietheoretisch ausgedriickt liefert das Simplex-
Verfahren nur Pareto-Optima. Ein Pareto-Optimum (be-
nannt nach dem ital. Soziologen und Wirtschaftswissen-
schaftler Vilfredo Pareto, 1848-1923) ist ein Optimum,
das nur relativ zu den unmittelbar benachbarten Zustin-
den optimal ist, jedoch nicht unmittelbar ein absolutes
Optimum im Vergleich zu allen {iberhaupt vorkommen-
den Moglichkeiten darstellt.

Das Simplex-Verfahren ermittelt ein Optimum, das im
Vergleich zu allen unmittelbar benachbarten moglichen
Zustanden des Losungspolyeders optimal ist. Im vieldi-
mensionalen Raum kénnen jedoch mehrere, vollkommen
verschiedene Ecken gleichermaBen optimal sein. Es miis-
sen bei Mehrdeutigkeit und Degeneration also immer alle
Rechenwege verfolgt werden, um diese Optima zu finden.

Mehrdeutige pareto-optimale Losungen kommen nur bei
mehr als drei Produkten vor. Bei bis zu drei Produkten
(also auch im vorliegenden Fall) fithren alle parallelen
Losungswege bei gleichen Ausgangszahlen stets zur glei-
chen Losung mit dem gleichen Optimum.

3.6. Das Problem mit der Ganzzahligkeit

Simplex-Probleme dienen oft zur Lésung von Aufgaben
der Produktionsprogrammoptimierung, denen eine grund-
legende Ganzzahligkeitsbedingung anhaftet: man kann
nur ganze Produkte herstellen, und keine Teileinheiten.
Die vom Simplex-Verfahren gefundene Optimalldsung
ist jedoch ein Bruch. Wie findet man das ganzzahlige
Optimum?

Fiir diesen Fall hat es sich bewihrt, alle dem theoretischen
Optimum benachbarten moglichen ganzzahligen Men-
genverhéltnisse zuerst auf Moglichkeit zu iiberpriifen,
und sodann die moglichen Mengenkombinationen einer
vergleichenden Ergebnisbetrachtung zu unterziehen.

Betrachten wir ein Beispiel. Fiir drei Produkte gelten die
folgenden Beschriankungen:

Produkte Kapazitat
A B C
Rohstoff 6 kg 3 kg 4 kg 900 kg
Energie 3 KWh | 5KWh | 5KWh | 750 KWh
DB/Stiick | 45€ 55€ 30 €

Berechnet man mit der Simplex-Methode das optimale
Sortiment, so ergibt sich nach zwei Iterationen folgendes
theoretische Optimum:

X, = 107,1428 Stiick
X, = 85,7428 Stiick
X, = 0,000 Stiick
DB = 9.5535,7143 €

Es ist offensichtlich, da3 ein realistischer Wert aber nur
ganzzahlig sein kann wenn man unterstellt, da8 Produkt-
einheiten wie ,,Stiick oder ,,Exemplare* gefertigt wer-
den, die jeweils nur als Ganzes nutzbare Einheiten dar-
stellen.

Man muB also alle dem theoretischen Optimum benach-
barte Ecken eines Losungsraumes abpriifen und unter den
gefundenen moglichen Losungen die beste aussuchen. Im
vorliegenden Falle gehoren nur zwei Produkte der Losung
an, so daB3 der Losungsraum sich zu einer Losungsflache
reduziert:

* L S
X,=107,X,=86 X108 X,=86 | 00
m
Theoretisches Optimum: e
X,=107,1428; =
X,=85,7143 §
<
X,=107,X,=85 X,=108,X,785 |
* .
107 Anzahl X, 108

Fiir die vier dem theoretischen Optimum benachbarten
Ecken der Losungsfliche erhalten wir folgende Ver-
bréauche an Energie und Rohstoff:

X, X, 2 Rohstoff 2 Energie
107 85 897 746 OK
107 86 900 751
108 85 903 749
108 86 906 754

Von allen durch die Ecken der Losungsfldche beschriebe-
nen moglichen, d.h., ganzzahligen Losungen ist nur eine
einzige mit den gegebenen Ressourcen zu machen, d.h.,
realistisch.

Der durch diese Losung vermittelte Deckungsbeitrag von
9.490 € ist damit das tatséchlich im Rahmen der vorgege-
benen Beschrinkungen erzielbare Optimum. Es bleibt ein
Rest von 3 kg Rohstoff und die Energiekapazitit wird bis
auf einen Rest von 4 KWh ausgeschdopft.

Bei komplexeren Problemen ergibt sich oft ein mehrdi-
mensionaler Losungsraum mit einer entsprechend grofien
Zahl von abzutestenden Ldsungsalternativen. Das kann
den erforderlichen Rechenaufwand dramatisch erhéhen.
Bei der Ausgangstabelle:

Produkte: X, X, X X, X, X, Restr.
Verbrauch 1: 2 4 3 5 6 5 800
Verbrauch 2: 6 1,5 3 4 3 9 900
Verbrauch 3: 1 4 4 6 4 2 600
Verbrauch 4: 4 2 4 5 6 5 750
DB/Stiick: 9 55 8,5 6 5 3

Ergibt sich beispielsweise in 3 Iterationen als Optimum
die folgende nicht-ganzzahlige Losung:
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= 112,500 Stiick
93,750 Stiick
28,125 Stiick
= 0,000 Stiick
0,000 Stiick
= 0,000 Stiick

= 1.767,1875 €
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Der zuvor mit zwei Produkten durchgefiihrte Proze kann
nunmehr mit den drei Produkten der Losung durchge-
fithrt werden, so daB sich ein dreidimensionaler Losungs-
raum ergibt:

|

|

1
S |
» |

|

|

|
<
o |

); ______ 29 St
/
el / X
v 28 St
112 St XA 113 St

Wie bereits zuvor in der Ebene miifiten auch hier alle
Ecken des Losungsbereiches zunéchst auf Moglichkeit
hin untersucht und anschlieBend hinsichtlich der durch
sie vermittelten Deckungsbeitrage hin verglichen wer-
den. Die optimale Ecke wire das zu wihlende Gesamt-
optimum des vorliegenden Problemes. Die folgende Ta-
belle stellt zunédchst die moglichen Produktionsprogram-
me und deren Verbrauche zusammen. Zur besseren Uber-
sichtlichkeit sind dabei alle Uberschreitungen der vor-
handenen Ressourcen durch Fettdruck markiert:

X, X, X. V, V, V, V,Mogl

112 93 28 680 8955 596 746 ja

112 93 29 683 898,5 600 750 ja
112 94 28 684 897 600 748 ja
112 94 29 687 900 604 752 nein
113 93 28 682 901,5 597 750 nein
113 93 29 685 904,5 601 754 nein
113 94 28 686 903 601 752 nein
113 94 29 689 906 605 756 nein

Fiir die moglichen Sortimente untersuchen wir nun zur
Auffindung des absoluten Optimums die jeweiligen Dek-
kungsbeitrage:

X, X, X DB
112 93 28 1757,50 €
1293 29 1766,00 €
112 94 28 1763,00 €

Man kann damit eindeutig die zweite Option mit X, =112
Stiick, X, = 93 Stiick und X, = 29 Stiick als Optimum
erkennen. Die Produkte D, E und F sind iiberhaupt nicht
in der Basislosung, d.h., werden gar nicht gefertigt.

Diese Losungsmethode kann auch vieldimensionale Rau-
me erfassen und wird dann u.U. sehr aufwendig. Besteht
beispielsweise eine Losung aus 10 Produkten, so hat der
10-dimensionale Losungskdrper schon 1024 abzupriifende
Ecken; bei 20 Produkten in der Losungsvariable sind es
aber nicht weniger als 1.048.576!

Esmiifite damit offensichtlich sein, weshalb diese Losungs-
methode vor Einfiihrung von Computern wenig Anhén-
ger hatte.

3.7. Maximierung und Minimierung

Bislang haben wir die Simplex-Methode ausschlieBlich
verwendet, um Probleme der Produktionsprogramm-
rechnung zu 16sen, d.h., Deckungsbeitragsmaximierung
zu betreiben. Es gibt jedoch auch analog zu l6sende
Probleme, bei denen es nicht auf die maximierung des
Deckungsbeitrages oder einer dhnlichen Gréf3e, sondern
auf die Minimierung der Kosten ankommt. Der Simplex-
Algorithmus kann damit beide Teile des 6konomischen
Rationalprinzipes abbilden und ist ein universelles
Rechenverfahren.

Betrachten wir wiederum ein einleitendes Beispiel. Um
eine gegebene Anzahl von Hithnern zu fiittern stehen
einem Landwirt zwei verschiedene Arten von Hiihner-
futter zur Verfiigung, ,,Sorte 1 und ,,Sorte 2. Jede Sorte
enthélt Eiweil}, Fett und Kohlehydrate in unterschiedli-
chen Mengen pro Kilo, sowie eine bestimmte Menge
ballaststoffe. Um die Tiere gesund zu halten, sind pro Tag
bestimmte Mindestmengen an Fett, Eiweif3 und Kohlehy-
drate erforderlich:

Sorte 1 | Sorte 2 | Mindest
Eiweil3: 100 g 200 g 1,0 kg
Fett: 200 g 100 g 0,8 kg
Kohlehydrate: 100 g 600 g 1,8 kg
Preis pro Kilo: 8,0€ 12,0 € | 2 Min!

Anders als im vorherigen Fall entstehen hier Kosten, die
zu minimieren sind. Da beide Arten von Ful33er gemischt
werden konnen (d.h., Substitutionalitiit besteht), ist die-
jenige Mischung herauszufinden, bei der die Gesamtko-
sten pro Tag minimal sind.

PN
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Mit einer kleinen Zeichnung kann man auch
hier wieder zundchst die moglichen Einsatzmengen-
verhéltnisse auffinden. Fiir jede Beschrinkung gibt es
wiederum eine Linie. Anders als im vorherigen Fall sind
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nunmehr jedoch alle Kombinationen der beiden Sorten
erlaubt, die #iber (und nicht wie zuvor unter) allen Linien
liegen. Es gibt also keinen abgeschlossenen Losungspoly-
eder mehr, sondern eine nach oben unbegrenzte Losungs-
fléche.

Mit der Priifung aller Ecken dieses nur teilweise definier-
ten Losungsflache kann auch hier wieder die kostengiin-
stigste Kombination herausgefunden werden:
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. , Sorte 1
Fiir die vier Punkte ergeben sich:
Punkt Sorte 1  Sorte 2 Kosten
O] 18 kg 0 kg 144 €
@ 6 kg 2 kg 72 €
©) 2 kg 4 kg 64 €
@ 0 kg 8 kg 96 €

3.8. Die Transformation der Dualkonversion

Hier liegt offensichtlich eine Struktur vor, die der der
vorher diskutierten Maximierungsprobleme sehr dhnelt.
Ebenso wie zuvor kann man auch hier wieder ein Un-
gleichungssystem aufstellen. Aus einem Grund, der spéa-
ter ersichtlich wird, bezeichnen wir hierbei jedoch die
beiden Futtersorten als Y, also die Sorte 1 als Y, und die
Sorte 2 als Y

EiweiB: 0,1Y, +0,2Y, 21,0
Fett: 0,2Y, +0,1Y, 20,8
Kohlehydrate: 0,1Y, +0,6Y, 21,8
Kosten: K =8Y, +12Y,

Wie schon zuvor bei den Maximierungsproblemen kann
man auch in diesem Fall wieder aus den Ungleichungen
Gleichungen machen, indem man Schlupfvariablen hin-
zufligt, die in diesem Fall jedoch X heiflen. Fiir jede Zeile
des Ungleichungssystems wird eine Schlupfvariable be-
notigt:

EiweiB: 0,1y, +0,2Y, + X, =10
Fett: 0,2Y,+0,1Y, + X, =0,8
Kohlehydrate: 0,1Y, +0,6Y, + X, =18

Die einfachste Art, dieses Problem anzugehen besteht
darin, aus der Minimierungsaufgabe durch die sogenann-

te Dualkonversion eine Maximierungsaufgabe zu ma-
chen, und sie dann auf die gewohnte Art zu l6sen. Dabei
machen wir uns den Umstand zunutze, dal zu jedem
Maximierungsproblem genau ein einziges Minimierungs-
problem gehdrt und umgekehrt. Mit einer einfachen
Rechenoperation kann man nun aus der vorstehenden
Minimierungsaufgabe eine Maximierungsaufgabe ma-
chen. Hierzu miissen lediglich die Variablen X und Y
sowie die Zeilen und die Spalten vertauscht werden:

Lese- Minimierun
richtung £
an
g 0,1, + |02Y, + X, | = 1,0
)
k= 027, + 0,1V, + | X, | =| 08
5
> 0.1Y,| + 0,67 + | X, | =| 1.8
8Y, | + |12, - K

Die Dualkonversion vertauscht Zeilen und Spalten

Aus dem Minimierungs-Gleichungssystem

EiweiB: 0,1, +0,2Y, + X, =1,0
Fett: 0,2Y, +0,1Y, + X, =0.8
Kohlehydrate: 0,17, +0,6Y, + X, = 1,8
Kosten: K =8Y, +127,

wird also das dualkonvertierte Maximierungsproblem:

I. Gleichung:  0,1X, +0,2X, +0,LX, +Y, =8
0,2X,+0,1X, +0,6X,+Y, =12

DB=X,+08X,+18X,

2. Gleichung:
Deckungsbeitrag:

3.9. Auflosung dualkonvertierter Probleme

Dieses neue Gleichungssystem kann nunmehr aber auf
die bekannte Art und Weise in eine Simplex-Basistabelle
iiberfiihrt und geldst werden. Zunidchst ergibt sich die
folgende Simplex-Basislosung:

X, X, X, Y, Y, | DB/K | Restriktion
0,1 0,2 0,1 1 0 0 8
0,2 0,1 0,6 0 1 0 12
-1 -0,8 -1,8 0 0 1 0
Die Losung erfolgt nun in drei Schritten:
X, X, X, Y, Y, DB/K || Restriktion
1/15 11/60 0 1 -1/6 0 6
173 1/6 1 0 5/3 0 20
-2/5 -1/2 0 0 3 1 36
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Der zweite Losungsschritt:

X, X, X, Y, Y, | DBK | Restriktion
4/11 1 0 60/11 |-10/11| 0 360/11
3/11 0 1| -10/11] 20/11 0 160/11
24/110 | 0 0 30/11 | 28/11 1 576/11

Der dritte Losungsschritt ist zugleich die Optimalldsung
des Problemes:

X X, X, Y, Y, | DBK | Restriktion
0 1 —4/3 | 20/3 | -10/3| 0 4073
1 0 1173 | -10/3 | 20/3 0 160/3
0 0 4/5 2 4 1 64

Waihrend das Rechenverfahren bei Minimierungsproble-
men genau mit der Vorgehensweise bei Maximierungs-
problemen identisch ist, ist die Ableseregel anders. Bei
Maximierungsproblemen wurde das Problem urspriing-
lich in X-Variablen formuliert. Es werden also die X-
Variablen und das Deckungsbeitragsergebnis iiber die
Einheitsvektoren abgelesen:

X X, Y, Y, | DBK | Restriktion
0 43 | 203 | 103 | 0

1 0 1173 | -10/3 | 20/3 0 160/3
0 0 4/5 2 4 1 64

Diese Ablesung wire zwar mathematisch richtig, aber
sinnlos, weil in dem urspriinglichen Minimierungsproblem
iiberhaupt keine X-Variablen vorkamen. Bei Minimier-
ungsproblemen werden vielmehr die Y-Spalten vertikal
nach unten, die Kosten aber immer noch iiber den Vektor
der Kostenspalte abgelesen. Es ergibt sich also:

X, X, X, Y, DB/K || Restriktion
0 1 -4/3 20/3 -10/3 0 40/3
1 0 11/3 -10/3 20/3 0 160/3
0 0 4/5 2 1 64
Y, = 2 kg
K = 64 €

Dieses Ergebnis entspricht genau dem urspriinglich durch
die graphische Losung entwickelten Resultat.

Allgemein 148t sich dieses Losungsverfahren immer ein-
setzen, wenn

® Mehrere Ressourcen wie Rohstoffe, Halbfabrikate oder
Kaufteile kombinierbar sind und in verschiedenen
Mengenkombinationen ein Produkt ergeben kdnnen
(Substitutionalitdr) oder

® Eine betriebliche Leistung mehrere miteinander ver-
bundene Teilleistungen erbringt, die zueinander in
einem starren Mengenverhiltnis stehen (Limitatio-
nalitdr), aber in unterschiedlichen Mengen nachge-
fragt werden.

Ersterer Fall ist insbesondere im produzierenden Gewer-
be haufig (wie vorstehend demonstriert), wéhrend der
zweite Fall fiir Dienstleistungsgewerbe und die Reise- und
Transportbranche typisch ist:

Eine Schiffahrtsgesellschaft bietet eine Uberfahrt an, die
in der ersten Klasse, der zweiten Klasse und in der
Deckklasse gebucht werden kann. Es kénnen drei ver-
schiedene Schiffstypen eingesetzt werden, die jedes die
drei genannten Klassen bieten. Fiir einen bestimmten Tag
besteht die folgende Situation:

Verfiigbare Schiffe Nachfrage
A B C
1. Klasse 80 30 70 450
2. Klasse 50 110 75 520
Deck 130 50 60 940
Kosten 90.000 | 92.000 | 112.000 | -> Min!

Die Frage, welches Schiff die Fahrt wie oft machen soll,
um mit den minimalen Kosten die Strecke nachfrage-
gerecht zu bedienen, kann mit Hilfe des Simplex-Algo-
rithmus in der vorstehend demonstrierten Art beantwortet
werden. Hierbei gibt es auch wieder das bereits diskutierte
Ganzzahligkeitsproblem. Die theoretisch optimale Lo-
sung lautet ndmlich:

Schiff A = 6,559 Fahrten
Schiff B = 1,746 Fahrten
Kosten = 750.949,15 €

Da ein Schiff keine Bruchteile von Fahrten machen kann,
ergibt sich folgende Losungsfliache:

- *
A=6, B=2 A=7,B=2
2]
/0 =
=
Theoretisches Optimum: (}))
A=6,559 S
B=1,746 k=
G
[
A=6, B=1 A=7,B=1 | _
: \d
6 Fahrten Schiff A 7

Uberpriift man die Ecken des Quadrats, so erhilt man
folgende Ergebnisse:

A B 1. 2. D Mbglich
6 1 510 410 830 nein
6 2 540 520 880 nein
7 1 590 460 960 nein
72 620 570 1010 ja

Fiir die beiden moglichen Félle sind nunmehr die Kosten
zu vergleichen. Die Variante mit den niedrigeren Kosten
ist das ganzzahlige Optimum:

©HZ
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Kosten

814.000 €

A B
7 2

Wiren mehrere Fahrpléne gleichzeitig moglich, so wéren
deren Kosten zu vergleichen.

4. Weitere Anwendungen
Weitere Anwendungen dieses Verfahrens sind:

® Das Streckenaufteilungsproblem, bei dem eine gege-
bene Gesamtstrecke in Teileinheiten aufzuteilen ist,
etwa bei der Herstellung von Bauelementen aus Roh-
stiicken konstanter Grof3e;

® Das Fldchenaufteilungsproblem, bei dem eine gege-
bene Flache in Teileinheiten aufzuteilen ist, etwa beim
Stanzen von Blechteilen aus einem Rohling bestimm-
ter Grofe;

® Das Wegeproblem, bei dem eine gegebene Gesamt-
strecke in moglichst kurzer Zeit so zu befahren ist, daf3
eine bestimmte Anzahl von Zielorten mit der insge-
samt geringsten Kilometerzahl erreicht wird.

Ist eine Wegeaufteilung eindimensional, so kann das
beschriebene Verfahren direkt angewandt werden. Die
Simplextabelle wird dabei um so kleiner, je groBer die zu
ermittelnden Teileinheiten relativ zum Rohstiick sind,
und um so gréfer, je kleiner die Teileinheiten relativ zum
Robhstiick sind, weil die Anzahl der moglichen Kombina-
tionen sich u.U. drastisch erhdht.

Das Wegeproblem kann auch nichtlinear werden, was
Modifikationen am Rechenweg erfordert.

Wir betrachten nur das Strecken- und Fldchenaufteilungs-
problem als eines der haufigsten Anwendungsfille fir
den Simplex-Algorithmus. Das geht bei ein-, zwei- und
dreidimensionalen Aufteilungen gleichermafen. Es er-
fordert stets eine Dualkonversion.

Betrachten wir zunéchst ein eindimensionales Beispiel:

In einer Papierfabrik werden Rollen zu 150 cm Breite
hergestellt. Daraus sollen 20 Rollen zu 65 c¢cm Breite, 30
Rollen zu 55 cm Breite und 50 Rollen zu 45 cm Breite mit
minimalem Verschnitt hergestellt werden. Zur Lésung
dieses Problemes wird zunéchst ermittelt, welche Schnitt-
plane éberhaupt méglich sind. Hierzu kann man sich eine
kleine Skizze fertigen:

1. |;— 65 cm —>|1<50i 65cm —p| 20 cm'
2. [&— 65cm —p|e— 55cm —p| 30 cm
3. [¢— 65cm —p|€— 45cm —p 40 cm
4. [¢— 55cm —p|4— 55cm —P| 40 cm
5. [¢— 55cm —p4— 45cm —pfe— 45cm —p| 5
6. [4= a5cm —pfe— 45cm —pfJa— 45cm —p]15em

Produktion Verschnitt

Obwohl diese Skizze im Prinzip ausreicht ist es einfacher,
wenn man sie in eine Tabelle umwandelt. In diesem

Arbeitsschritt wird was die Skizze zeigt lediglich in eine
andere Form gebracht. Aus der Tabelle ist das Gleichungs-
system direkt abzuleiten:

Nr.| GroBe Anzahl Schnittplan Nr.
1123 4|5]6
1 | 65cm 208t | 21| 1]0|0]O0
2 | 55cm 30St O 102 ]1/0
3 |45cm 50st {00 1|0 2)3
4 | Verschnitt in cm 20130|40|50| 5 |15

Aus dieser Tabelle resultiert also das folgende Unglei-
chungssystem:

Zielfunktion:
K=Y1+ Y2+Y3+Y4+Y5+Y6

Lineare Beschrinkungen:

2, + Y, +Y, =20
Y, + 2Y, + Y, > 30
Y, + 2Y, + 3Y, > 50

Y. >0

1

Hieraus ist durch Dualkonversion die folgende Simplex-
Basislosung abzuleiten:

S S, Sy Sy Ss S¢S, S Sy R
Z, 2 0 0 1 0 0 0 0 0 1
Z 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1
Z, 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1
Z, 0 2 0 0 0 0 1 0 0 1
Zs 0 1 2 0 0 0 0 1 0 1
Zs 0 0 3 0 0 0 0 0 1 1
Z -20 -30 -50 0 0 0 0 0 0 0

Diese fiihrt zu der folgenden optimalen Lésung:

S, S, S; S, S S S, S5 S¢ R
Z, 1 0 0 05 0 0 0 0 0 0,5
Z, 0 0 0-08 15 0 0-1,5 1 025
Zs 0 0 0 -0,8 0,5 1 0 -0,5 0 0,25
Zy 0 0 0 1 -2 0 1 0 0 -0
Zs 0 1 0 -0,5 1 0 0 0 0 05
Zg 0 0 10,25 -0,5 0 0 05 0 0,25
Z 0 0 0 75 5 0 0 25 0 37,5

Es werden also insgesamt 37,5 Rollen bendtigt. Aus
diesen sind 7,5 mal der erste, 5 mal der zweite und 25 mal
der 5. Schnittplan zu erstellen.

Da auch hier wieder eine Ganzzahligkeitsbedingung vor-
liegt, wire wiederum eine dreidimensionale Eckenbe-
trachtung erforderlich, um die tatsdchlich kostenminimale
Anzahl von einzukaufenden Rohstiicken zu errechnen.

Die gleiche Herangehensweise ist auch bei zwei- und
dreidimensionalen Aufteilungsproblemen erfolgreich.
Betrachten wir wiederum ein Beispiel. Diesmal erhélt ein
Unternehmen von einem Zulieferer Blechrohlinge von 40
x 45 cm. Aus diesen Rohlingen sollen mit einem Stanzau-

©HZ



-16 -

tomaten 130 Teile zu 20 x 30 cm, 200 Teile zu 10 x 40 cm
und 90 Teile zu 20 x 20 cm hergestellt werden. Vereinfa-
chend nehmen wir dabei an, daf} der Stanzvorgang ohne
abzugratende Kante vor sich geht, also Teile direkt neben-
einander aus dem Rohling herausgestanzt werden kon-
nen.

Auch hier ist es wieder sinnvoll, sich zunichst alle
Moglichkeiten zu vergegenwértigen. Wie schon im vor-

stehenden Fall spielt es dabei keine Rolle, in welcher
Reihenfolge die Produkte aus dem Rohling hergestellt
werden konnen. Mogliche Produktionskonfigurationen,
bei denen die gleichen Produkte nur in unterschiedlicher
Reihenfolge oder raumlicher Anordnung entstehen, wer-
den also nicht als selbstindige Alternativen behandelt.

Folgende mogliche Produktionskonfigurationen lassen
sich identifizieren:

Konfiguration Nr. 1

Konfiguration Nr. 2

Produkt 1: Produkt 1: Produkt 1:
20 x 30 cm & 8 20 x 30 cm 20 x 30 cm
s
ERS
o ; Produkt 2:
Produkt 1: - = 10 x 40 cm Produkt 3: Produkt 3:
20 x 30 cm Produkt 2: 20 x 20 cm 20 x 20 cm
10 x 40 cm

Konfiguration Nr. 3

Produkt 2: Produkt 2:

Produkt 3: Produkt 3: 10 x40 cm 10 x 40 cm
20x 20 cm 20 x 20 cm Produkt 2: Produkt 2:
10 x 40 cm 10 x 40 cm

Produkt 2:

Produkt 3: Produkt 3: Produkt 3: Produkt 3: 10 x 40 cm
20x 20 cm 20x 20 cm 20 x 20 cm 20 x 20 cm Produkt 2:
10 x 40 cm

Konfiguration Nr. 4

Die Vorgehensweise bei diesem Problemtyp deckt sich
exakt mit der bei der eindimensionalen Variante. Es sollte
auch hier wieder zunéchst eine Tabelle mit den Moglich-
keiten erstellt werden, aus der sich das Gleichungssystem
ableiten 1a0t.

Nr.| GrofBe Anzahl Konfiguration Nr.
1123|456
20x30cm | 130St| 2 |1 | 1 [ 0| 0] O
2 | 10x40cm | 200St | 1 | 20| 0| 2] 4
20x20cm | 90St | 0 | O | 2 | 4|20

Man beachte, dal} in dieser Tabelle der Verschnitt nicht
mehr aufgefiihrt ist, weil seine Kenntnis zur Losung des
Problems unerheblich ist. Obwohl uns die Oko-Ideologie
tdglich was anderes einblduen will kommt es nicht auf die
Minimierung des Ausschusses, sondern der Zahl der
einzukaufenden Rohlinge an!

Aus dieser Tabelle 148t sich nunmehr das folgende
Ungleichungssystem ableiten:

Lineare Beschrinkungen:

2Y + Y, + Y, > 130

Y, + 2Y, + 2Y,+ 4Y = 200

2Y, + 4Y, + 2Y, > 90
Y =20

1

Konfiguration Nr. 5

Konfiguration Nr. 6

Zielfunktion:
KZY]+ Y2+Y3+Y4+Y5+Y6

Hieraus ist durch Dualkonversion die folgende Simplex-
Basislosung abzuleiten:

S S S 0S¢ S 0S¢ S S S, R
7 2 1 0 1 0 0 0 0 0 1
Z, 12 0o o 1 0 0 0 0 1
A 1 0 2 0 0 1 0 0 0 1
7 0O 0 4 0 0 0 1 0 0 1
Zs o 2 2 0 0 0 0 1 0 1
Zs 0 4 0 0 0 0 0 0 1 1
Z 4130 200 9 0 0 0 0 0 0 0

Diese fithrt zu der folgenden optimalen Losung:

S S, S 0S¢ S5 S S S S R
b2 I 0 0 05 0 0 0 0-0,13 0375
Z 0 0 0 05 1 0 0 0-038 0125
A 0 0 0 05 0 1 -05 00,25 0,125
Z 0o 0 1 0 0 002 0 0 025
Zs 0o 0 0 0 0 0 05 1 -05 0
Ze o 1 0 0 0 0 0 0 025 025
z 0 0 0 6 0 0 225 03375 121,25

Es werden also 121,25 Rohlinge benétigt, um 65 mal die
Konfiguration 1, 22,5 mal die Konfiguration 4 und 33,75
mal die Konfiguration 6 zu produzieren. Auch in diesem
Beispiel ist also aufgrund der Ganzzahligkeitserfordernis
wiederum eine dreidimensionale Eckenbetrachtung er-
forderlich.
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Dieses Verfahren ist auflerordentlich vielseitig. Prakti-  Bei der Fahrplanrechnung ist vielfach jedoch auch die
sche Anwendungsbeispiele fiir diese Optimierungs-  Vogel’sche Approximationsmethode anwendbar. Allge-
methode sind etwa: mein ist die Simplexrechnung immer anwendbar, wenn
pro Produkt oder Ressource nur ein Deckungsbeitrags-

® Berechnung optimaler Schnittplédne, wie vorstehende . . . .
80P P bzw. ein Kostenwert vorliegt. Liegen pro Lieferant unter-

demonstriert, - .
. . . . schiedliche Deckungsbeitrags- oder Kostenwerte vor, so
® Allgemeine Materialmengenoptimierung in Produk- . . R o
. ist oft nur noch mit der Vogel’schen Approximations-
tionsprozessen,

methode zu rechnen. Deren Hauptanwendungsgebiet ist
in der logistischen Wegekostenminimierung zu finden.
Diese betrachten wir daher an anderer Stelle.

® Dienstplanrechnung,
Optimierung von Verpackungen,
® Fahrplan- und Wegeoptimierung.

5. Eine elektronische Losung

Um zu einem grundsdtzlichen Verstdindnis des Verfahrens zu gelangen, sollten Sie diese Methode hier in diesem Skript
griindlich nachvollziehen, und einiger der Ihnen zur Verfiigung stehenden Aufgaben bearbeiten. Erst wenn Sie
glauben, die Grundziige des Verfahrens zu beherrschen, kénnen Sie fiir weitere Simplex-Tableaus das Thnen auf der
CD zur Verfiigung stehende Programm verwenden. Sie bendtigen hierfiir Excel 97 oder besser. Eine Version fiir Excel
5 oder Excel 5 kann Ihnen Ihr Dozent anfertigen, wenn Ihr Dozent vom Autor lizensiert ist. Wenn Sie Teilnehmer eines
Lehrganges des Autor sind, wird Ihnen das Passwort zur Aufdeckung des Quellcodes zur Verfiigung gestellt.

Microsoft Excel - LPG 3.xls Ml=1E3
E_] Datei  Bearbeiten  Ansicht  Einflgen Format Extras  Daten  FlashPaper Fenster @ PDF Create!  Adobe POF Frage hier eingeben ole GlER
N EHL OGRS R o Flo e s g oo @ Exz=zlio =]
B1 - f
g c |DJEJFlG[H] T [J]k]L[M[N[o[P]a]la]S[TJU[v [w] = N 2 ]
% T e e LT
1 Simplex-Verfahren fiir Excel
Nur fiir Zwecke der Aus- und Fortbildung - Version 1.0

2

4 B % B By By B B B 8 Bp Bn B S Su B 8w 3y B Sp Sn R Diiv.

5 Z1 4 2 1o 5 4 T 1 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 2260 1]

B Zy & 3 o & 7 4 3 1] 1 1] o ] o 1] o ] o 1] o ] 3425 0

7 Zz 4 2 a g 7 13 2 1] 0 1 0 1] 0 1] 0 1] 0 1] 0 1] 2780 1]

g Zy 4] 2 9 ] 4] 14 5 1] 1] 1] 1 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 2460 1]

9 Z5 2 2 2 g 9 4 10 1] 1] 1] 1] il 1] 1] 1] 1] 1] 1] o 1] 2965 1]

10 25 5 3 7 10 i 13 & 1] 1] 1] 1] 1] 1 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 3930 1]

1l Z7 & 5 o 1 3 2 2 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1 1] 1] 1] 1] o 1] 3150 1]

12 Zy o 4 12 & 11 ] 2 1] o 1] o 1] o 1] 1 ] o ] o ] 4170 ]

13 Za 5 3 1o g 5 12 10 1] 0 1] 0 1] 0 1] 0 1 0 1] 0 1] 3500 1]

14 Zu 7 5 1] 5 5 10 5 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1 1] o 1] 4400 1]

5 Z W52 35 W50 580 W59 45 44 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1 1] 1] 1] 1]

6] s= [0 [Sumplex fur Excel Version 3.0© H. Zingel 1995-2000

| 2= DI Piviot Auswshlen W Meildungen anzeigen

22| 1= 0 Erat Pivot auswdhlen und dann ndchsten Schriti berechnen oder alle lferationen rechnen!
[ 24 | Alle lterationen Nachsten Schritt I Ganzzakligheit in Spalte "R und "Div" Open LPG

25 berechnen berechnen W Ergebuisse automatisch interprefieren Save LPG

27— Verwenden Sie den Cache bei Zweideutigheit ader Degeneration!

29 Info | Tahkleau -» Cache Cache -» Tahleau | Légohke: Tahleau | Cache Zahler |

30

Kl

32

33

34

35 3
M 4 » W\ Engabe 3 LPG { Interpretation { Cache / Arleitung / | < ¥
EBereit M

Nach griindlicher Bearbeitung aller Unterlagen sollten Sie in der Lage sein, ein vergleichbares System in einem
Produktionsbetrieb zu programmieren und zu implementieren. Voraussetzung hierfiir sind solide Grundkenntnisse der
Kostenrechung und der Statistik (speziell Regressionsrechnung). Ferner sollten Sie VisualBASIC beherrschen. Der
Autor dieses Skriptes hat vergleichbare Systeme in Industriebetrieben eingefiihrt und steht Ihnen mit seiner Erfahrung
Jjederzeit zur Seite.
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